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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Apakah Mekanika itu

Mekanika merupakan iimu  yang menggambarkan  dan
meramalkan kondisi benda yang diam atau bergerak karena pengaruh
gaya yang beraksi padanya. Mekanika biasanya dibagi dalam tiga
bagian: mekanika benda tegar, mekanika benda lentuk, dan mekanika
fluida.

Mekanika benda tegar dibagi menjadi statika dan dinamika,
statika menyangkut benda dalam keadaan diam/bergerak tanpa
percepatan sedang dinamika menyangkut benda yang bergerak. Dalam
bahasa matematis statika menyangkut kondisi benda dan gaya-gaya

luar yang memenuhi: ZF = 0.
Ox Txy Txz

Txy Gy Tyz

Txz Tyz O;

&x Yxy Yxz
. Yxy Y Yyz

Yxz Yyz &

Gambar 1. Model Tegangan Pada Sebuah Titik
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Para insinyur bahan dan konstruksi lebih tertarik dengan tegangan
yang bekerja pada elemen: o = F/A. Dengan mengetahui tegangan
yang bekerja dapat diprediksi apakah elemen - konstruksi akan gagal
atau ftidak terhadap beban yang diterima. Tegangan pada titik
didefinisikan seperti terlihat pada gambar 1. Pada gambar tersebut juga
ditunjukkan matrik tegangan dan matrik regangannya.

Pada kondisi praktis, tinjouan tegangan biasa disederhanakan
menjadi kondisi tegangan dua dimensi seperti terlihat pada gambar 2.

Pada gambar juga ditunjukkan matrik tegangan dan matrik

regangannya.
Bew

t - Oy Txy

[« [E— _" T iy
t ox Txy Oy

i 1 __,,.-"'
i, a.,
T 1=

&x Yxy
A Yxy &y

i el
Gambar 2. Model Tegangan 2 Dimensi

Data tentang tegangan ijin yang dapat diterima bahan biasanya

diperoleh dari uji tarik. Biasanya uji tarik disederhanakan sebagai

persoalan tegangan yang bekerja hanya secara 1 dimensi sqja.
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Gambar 3. Tegangan 1 Dimensi Pada Uji Tarik.

1.2 Momen Gaya Terhadap Suatu Sumbu
Telah disebutkan bahwa statika membahas suatu kondisi dimana
>F = 0. Dua gaya F dan F' akan memenuhi kondisi tersebut jika besarnya
sama dengan arah berlawanan. Misal suatu gaya F' memiliki besar dan
arah yang sama dengan gaya F, tetapi memiliki garis aksi yang berbeda
dengan gaya F, tidak akan memberikan efek yang sama seperti F yang
beraksi pada benda tegar. Walaupun F dan F” dinyatakan oleh vektor
yang sama, yaitu suatu vektor yang sama besar dan arahnya, kedua
gaya ini tidak ekivalen. Benar, kedua gaya ini cenderung memberi gerak
yang sama ferhadap benda tegar yaitu gerak translasi, tetapi gaya itu
menimbulkan rotasi yang berbeda terhadap sembarang sumbu yang
tegak-lurus terhadap gaya-gaya tersebut. Pengaruh gaya tersebut
terhadap rotasi biasa dinyatakan dengan Momen.
M = Fd
Satu persyaratan lagi diperlukan bagi statika, yaitu kesetimbangan

momen. M = 0.
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Teorema Varignon. Suafu tfeorema yang penting dalam statika
dikemukakan oleh matematikawan Prancis Varignon (1654 — 1722).
Teorema ini menyatakan bahwa momen sebuah gaya terhadap
sembarang sumbu sama dengan momen komponen gaya tersebut

terhadap sumbu yang bersangkutan.
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BAB Il

TRUSS DENGAN METODE JOINT

2.1 Definisi Trus

Trus (penunjang) merupakan salah satu jenis umum dari struktur
teknik. Truss terdiri dari elemen berbentuk lurus dan sambungan (sendi)
penghubung. Elemen-elemen fruss dihubungkan dengan sambungan
pena (pin) pada ujung-ujungnya saja; jadi tidak ada elemen yang
menembus sambungan. Dalam gambar 4, misalnya, tidak ada elemen
AB; sebagai gantinya terdapat dua elemen AD dan DB. Struktur aktual
dibentuk dari beberapa truss yang dihubungkan bersama membentuk
kerangka ruang. Masing-masing truss dirancang untuk memikul beban

yang beraksi pada bidangnya, sehingga dapat diperlakukan sebagai

k.

struktur 2 dimensi.

¢

Gambar 4. Contoh Model Truss

Pada umumnya, elemen-elemen fruss berbentuk batang dan

hanya bisa mendukung beban ringan dalam arah lateral; ini berarti
semua beban harus diterapkan pada berbagai sambungan, dan bukan
langsung pada elemen-elemennya. Bila suatu beban terkonsentrasi
diterapkan antara dua sambungan, atau bila beban terdistribusi harus
didukung oleh ftruss, seperti dalam kasus jembatan, sistim lantai harus

ditambahkan dengan pemakaian stringers dan  Floor beams

mentransmisikan _beban _pada _sambungan, Berat elemen truss _{uga
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dianggap beraksi pada sambungan, setengah berat elemen tersebut
diterapkan pada masing-masing sambungan yang dihubungkan oleh
elemen itu.

Sambungan pin menjamin hanya terjadi sistim fegangan 1 dimensi
(lihat bab 1). Elemen individual dapat mengalami aksi seperti sketsa pada
gambar 5. Dalam sketsa yang pertama gaya cenderung menarik elemen
itu, dan elemen dalom keadaan tarik, sedangkan sketsa yang kedua,
gaya cenderung untuk menekan elemen itu, elemen dalam keadaan
tekan.
2.2 Truss Sederhana

Truss sederhana menggambarkan truss tegar, istilah tegar dipakai
untuk menggambarkan bahwa truss tidak ambruk. Trus paling sederhana
adalah bentuk segi-tiga. Truss sederhana berikutnya diperoleh dengan
menambahkan 2 elemen baru dan satu joint. Sehingga dapat
dirumuskan, bahwa pada truss sederhana jumlah total elemen adalah m
= 2n - 3. Dimana n adalah jumlah sambungan.
2.3 Analisa Truss dengan Metode Joint

Jelas terlihat bahwa trus dapat dilihat sebagai sekelompok pin dan
elemen dengan dua-gaya. Diagram benda bebas (Free body diagram)
truss pada gambar 4 diperlihatkan pada gambar 5 yang diuraikan pada
tiap elemen. Masing-masing elemen mengalami dua gaya,satu gaya
pada masing-masing ujungnya. Gaya-gaya tersebut mempunyai besar

sama, garis aksi yang sama dan berlawanan arah.

Gambar 5. Diagram Benda Bebas Pada Truss
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Disamping itu, hukum ketiga Newton menghendaki gaya aksi dan
reaksi antara suatu elemen dengan pis besarnya sama dan arahnya
berlawanan. Jadi gaya yang ditimbulkan oleh suatu elemen pada kedua
pin yang dihubungkan harus berarah sepanjang elemen itu dan harus
sama dan berlawanan. Karena garis aksi semua gaya internal dalam fruss
diketahui, analisa truss tereduksi menjadi perhitungan gaya pada
berbagai elemen dan penentuan apakah elemen itu dalam keadaan
tekan atau tarik. Karena keseluruhan truss dalam kesetimbangan, setiap
pin harus dalaom kesetimbangan. Kenyataan bahwa pin  dalam
kesetimbangan dapta dinyatakan dengan menggambarkan diagram
benda bebasnya dan menuliskan dua persamaan kesetimbangan: ZF =0
dan ZM = 0. Karena terdapat dua persamaan maka penyelesaian akan
diperoleh jika hanya terdapat besar 2 gaya yang tidak diketahui
(arahnya sudah diketahui). Perlu ditegaskan disini, yang dianalisa adalah
gaya yang diakibatkan oleh batang terhadap pin, gaya yang
disebabkan oleh pin terhadap batang memiliki arah berlawanan.
Sehingga dapat disimpulkan gaya yang meninggalkan joint
menghasilkan fegangan tarik pada batang, dan gaya yang menuju joint
menghasilkan tegangan tekan pada batang.

Kenyataan bahwa keseluruhan fruss merupakan benda tegar
dalam kesetimbangan dapat dipakai untuk menuliskan persamaan-
persamaan lagi-lagi untuk mencari reaksi pada tumpuan akibat beban

(gaya luar).
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Soal-soal:

Tentukan gaya-gaya pada seluruh elemen pada gambar-gambar truss

berikut ini:
1
Jawab:
Wil _| elemen 1-2: 1500 Ib T; elemen 1-3 : 2500 Ib C
;.l . l:"'"' l elemen 2-3:5250Ib T; elemen 2-4 : 2500 Ib T

elemen 2-5:3750 b C; elemen 3-5:8750 1b C
| elemen 4-5: 3000 Ib C

2.
Jawab:
elemen 1-2=6-8:8kN C
elemen 1-3=3-5=5-7=7-8:6,93kNT
elemen 2-3=4-5=6-7: 4kNT
elemen 2-4 =2-5=4-6 =5-6: 4 kN C
3.

Jawab:

elemen 1-2=2-4=4-6=6-8=30kips T
elemen 1-3 =3-5=5-7 = 34 kips C
elemen 2-3=3-4=4-5=5-6=0
elemen 6-7 = 24 kips C

elemen 7-8 = 50 kips C
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BAB Il

TRUSS DENGAN METODE VEKTOR

Analisa truss dengan metode vektor hampir mirip dengan metode
sambungan. Kesetimbangan gaya dianalisa pada tiap-tiap joint. Arah
dari gaya-gaya tersebut diuraikan ke dalam vektor satuan (i,j) untuk dua
deminsi dan ke dalam vektor satuan (ij,k) untuk truss ruang. Masing-
masing gaya diuraikan dengan mengalikan cosinus arahnya yang biasa
dilambangkan dengan €. Cosinus arah adalah komponen vektor satuan
pada arah (i,j) dan (i,j.k). Contoh-contoh berikut ini akan memperjelas
penggunaan metode vektor pada analisa fruss.

Bila fidak ada keterangan lain, demi kemudahan biasanya
horizontal sejajar dengan bidang gambar bersesuaian dengan sumbu x
dengan demikian bersesuaian dengan vektor satuan i, vertikal sejajar
bidang gambar bersesuagian dengan sumbu y dengan demikian
bersesuaian dengan vektor satuan j dan terakhir menembus bidang
gambar menjauhi pembaca bersesuaian dengan sumbu z dengan

demikian bersesuaian dengan vektor satun k.

Contoh Truss Bidang:

- 18 I ——— 12 1i ——I
S il 10 i

~ER-—0ih L1

Gambar 6. Contoh Truss Bidang Dengan Metode Vektor
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Persamaan kesetimbangan untuk seluruh truss untuk mencari Re dan Rex
dan Rey:
YMc =0

= (2000 Ib) (24 ft) + (1000 Ib) (12 ft) — Re(é ft)

0 Re=10.000 Ib

SFx =0
0 Rex=0

SFv =0
= -2000 — 1000 + 10.000 +Recv
0 Rev=-7000 Ib

JOINT A:

SF = FasBas + FaoBao — 2000i

= Fas (i) + Fap(0,6i — 0,8j) — 2000j
= (Fas + 0,6Fap)i + (-0,8Fap — 2000)j =0
0 0,8Fap =-2000 ; Fap = -2500Ib (2500 Compression)
O Fas + 0,6 (-2500) = 0 ; Fas = 1500Ib Tension
JOINT D:
SF = Fap€pa + Fep€ps + Foe€pe
=-2500(-0,6i + 0,8]) + Fep(0,6i + 0,8j) + Foe (i)
= (1500 + 0,6Fsp + Foe)i + (-2000 + 0,8Fsp)j =0
0 0.,8Fesp = 2000; Fep = 2500Ib Tension
0 1500 + 1500 =- Foe ; Foe = -3000Ib (3000 Compression)
JOINT E:

SF = 10.000i + Fpoe€ep + Fee€es + Fce€ec
= 10.000j — 3000(-i) + Fse(-0,6i + 0,8j) + Fce(0,6i + 0,8j)
= (3000 - 0,6Fse + 0,6Fce)i + (10.000 + 0,8Fse + 0,8Fce)j =0
O Fee— Fce = 5000 Ib
O Fee + Fce =-12.500 O Fse = -3750lb (3750 Compression)
O Fce =-8750Ib (8750 Compression)
JOINT C:
> F = -7000i + Fec€cs + Fce&ce
Program Semi Que 10
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=-7000j + Fec(-i) + Fce(-0,6i - 0,8j)

= (-Fsc — 0,6Fce)i + (-7000 — 0,8Fce)j =0

O Fce =-8750Ib (8750 Compression)

O Fsc = 5250lb Tension
JOINT B (Check):
SF =-1000j + Fas€sa + Fap€sp + Fee€se + Fec€sc

=-1000j + 1500(-i) + 2500(-0,6i — 0,8j) — 3750(0,6i — 0,8j) + 5250(i)

= (1500 - 1500 — 2250 + 5250)i + (-1000 — 2000 + 300)j

=0

Cara vektor akan semakin kelihatan keunggulannya jika
digunakan untuk truss ruang. Berikut ditampilkan contoh penggunaan

metode vektor untuk truss ruang.

2

r
Ghb. PA.18 l
F

Gambar 7. Contoh Penggunaan Metode Vektor Untuk Truss Ruang

Pada gambar ditunjukkan dua belas elemen batang masing-
masing panjangnya L disambungkan membentuk oktahedron beraturan.
Akan ditentukan gaya pada masing-masing elemen jika terdapat dua
beban vertikal dengan besar P seperti terlihat pada gambar.

JOINT A:
YF =Pj+ Fas€nrs + Fac€ac + Fap€ap + Fae€ae

Dan dari kesimetrisan diketahui bahwa Fas = Fac = Fap = Fae = F

= Pj + F(-0,5i - %\/5] +0,5k) + F(-0,51 - %\/5] - 0,5k) + F(0,5i - %\/5] - 0,5k)
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+ F(0,5i - %\/E j +0,5k)

= Pj+ OFi - 242 Ffj + OFk = 0
OF=%2 P

Dengan mudah dipahami pula Fer = Fcr = For = Fer = VN2 P
JOINT B:

> F = Fas€sa + Fec€sc + Fae€ee + Faresr

=14~/2 P (0,5 + %\/Ej - 0,5k) + Fac(-k) + Fee(i) + 4~/2 P (0,51 - %\/Ej - 0,5k)

= (0,125~/2 P + Fee + 0,1254/2 P)i + (0,125+/2 P - 0,125+/2 P)k
+(-0,1254/2 P —Fec-0,125+/2P) =0
O Fee = Fac = -an/2 P = ir/2 P (Compression)
Dengan meninjau joint D atau dengan kesimetrisan mudah dipahami

bahwa Feo = Foe = /2 P (Compression).
Soal - soal:

1. Selesaikan soal-soal pada bab 2 dengan metode vektor.

Tentukan gaya-gaya pada seluruh elemen dari

truss ruang ketika mendapat gaya setimbang

,:.;i}.-' N
" 2l ! seperti ditunjukkan pada gambar.
P - SN
o I“n ' o=t e Jawab:

| ) i y Fag = Fac = Fap = Fae = Fer = Fcr = For = Fer = 1,382
J kN (Tarik).
Fec = Fee = Fco = Foe = 0,8333 kN (Compressi)
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20mJ

Tentukan gaya-gaya pada
semua elemen truss ruang seperti
terlihat pada gambar, jka P =
30kN dan Q = 20kN

Jawab:

Fae = 760kN(T); Fac = 13,0kN(C);
Fao = Feo = 72,1kN(C); Fec =
65,0kN(C); Feo = 78,0kN(T); Foe =
101,8kN(T)

Tentukan gaya-gaya pada  seluruh
elemen dari fruss ruang pada gambar
jika P = 4kips dan Q = 3kips.

Fas = 6,15kips(T); Fac = 1,04kips(C); Fap =
9.22kips(C); Fsc = 0,67kips(C); Feo =
0,90kips(C); Fep = 6,04kips(T)
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BAB IV

TRUSS DENGAN METODE
POTONGAN DAN METODE GRAFIS

4.1 METODE POTONGAN.

Metode joint sangat efektif bila diinginkan gaya-gaya dalam
semua bagian. Tetapi, bila hanya diinginkan gaya dalam satu atau
beberapa bagian, metode potongan akan memberikan penyelesaian
yang lebih cepat dan efisien.

Sebagai contoh, ingin diketahui gaya dalam elemen BD dari truss
yang diperlihatkan pada gambar 8. Bila menggunakan metode joint
tentu akan dipilih joint B atau D sebagai benda bebas. Tetapi,
sebenarnya dapat juga dipilih sebagai benda bebas bagian yang lebih
luas dari truss, terdiri dari beberapa joint dan elemen; asalkan gaya yang
diinginkan adalah satu di antara gaya luar yang beraksi pada bagian
tersebut. Jika sebagian dari truss dipilih sedemikion hingga secara total
hanya ada tiga gaya yang tidak diketahui, gaya yang diinginkan dapat
diperoleh dengan menyelesaikan persamaan kesetimbangan bagi
sebagian penunjang. Dalam prakteknya, sebagian dari truss yang
dianalisa sebagai benda bebas diperoleh dengan melewatkan garis
potongan melalui tiga elemen fruss, salah satunya adalah bagian yang

diinginkan.
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f]) (k)

Gambar 8. Metode Potongan

Dalam gambar garis pemotong dilewatkan melalui BD, BE dan CE
dan potongan ABC dari truss dipilih sebagai benda bebas (catatan: jika
pada benda bebas tersebut terdapat gaya reaksi, maka gaya reaksi
harus dicari terlebih dahulu sebagai komponen gaya luar). Gaya luar
yang beraksi pada benda bebas adalah Py dan P2 pada titik A dan B dan
tiga gaya yang belum diketahui besarnya Fep, Fee dan Fce. Karena belum
diketahui elemen-elemen tersebut dalam keadaan tarik atau tekan, tiga
gaya digambarkan sekehendak dari benda bebas dan seolah-olah
bagian itu dalam keadaan tarik.

Kenyataan bahwa benda tegar ABC dari  truss dalam
kesetimbangan dapat ditunjukkan dengan menulis figa persamaan
kesetimbangan yang dapat digunakan untuk menyelesaikan tiga gaya
yang fidak diketahui. Jika hanya gaya Fso yang dicari, hanya cukup
digunakan satu persamaan, asal persamaan tidak terdiri dari dua gaya
lain yang tidak diketahui; maka persamaan ZMe = 0 memberikan nilai
besarnya Fsp. Tanda positip dalam jawaban menunjukkan asumsi tentang
arah Fep adalah benar dan elemen BD dalam keadaan tarik; tanda
negatip akan menunjukkan asumsi tentang arah Fep salah dan elemen BD
dalam keadaan tekan. Dengan cara yang sama jika dicari Fce maka
digunaka persamaan *Ms = 0, dan persamaan ZFy = 0 digunakan untuk

mencari Fee.
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Bilamana hanya gaya dalam satu elemen saja yang ditentukan,
tidak terdapat pengecekkan beban dari perhitungan yang dilakukan.
Namun, bilamana semua gaya yang tidak diketahui pada benda bebas
harus ditentukan, perhitungan dapat dicek dengan menulis tambahan
persamaan. Sebagai misal, jika Fsp, Fse dan Fce yang ditentukan,
perhitungan dapat dicek benar fidaknya dengan membuktikan apakah
2R =0.

4.2 METODE GRAFIS:diagram Maxwell.

Metode joint  dapat dipakai  sebagai dasar  untuk
mengembangkan analisa fruss dengan metode grafis. Banyaknya garis
yang telah digambarkan dapat direduksi jika berbagai segi banya gaya
disuperposisikan. Diagram yang dihasilkan dikenal sebagai diagram
Maxwell dari fruss. Ada beberapa aturan yang harus dipatuhi unfuk
memperoleh diagram Maxwell. Aturan-aturan tersebut biasa disebut
dengan notasi Bow.

1. Seluruh gaya luar yang beraksi, baik itu aksi maupun reaksi

digambarkan.

2. Huruf kecil dipakai untuk menandai setiap daerah di luar fruss
bergerak menurut jarum jam mengelilingi trus, demikian juga untuk
setiap daerah didalam truss.

3. Elemen. Elemen diberi spesisifikasi dengan mengambil nama huruf dari

dua daerah yang bersebelahan.
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Gambar 9. Diagram Maxwell
4. Beban. Beban diberi spesifikasi dengan membaca dalam arah jarum
jam huruf dari dua daerah yang bersebelahan dengan beban itu.

Nama beban ditulis dengan huruf besar dan diberi tanda anak

panah.

O Dengan memilih gaya eksternal dalam urutan menurut arah jarum
jam mengelilingi trus, digambarkan menurut skalanya segi banyak
gaya luar dan jumlahannya secara vector harus sama dengan nol.

5. Gaya yang ditimbulkan elemen pada pin. Seperfi telah diuraikan,
gaya yang ditimbulkan oleh elemen pada dua pin yang dihubunkan
harus berarah sepanjang elemen itu dan sama besar dan berlawanan
arah. Dalam membahas aksi dari elemen pada salah satu joint, tanda

(+/- . tarik/tekan) diberikan dengan membaca huruf  yang

bersebelahan dengan elemen dalam arah jarum jam terhadap joint

yang bersangkutan.

O Segi banyak gaya digambarkan untuk masing-masing joint dengan
memperlakukannya berturutan joint yang mengalami hanya dua
aksi yang tidak diketahui. Semua garis yang telah digambarkan
sebelumnya dapat dipakai, jadi hanya diperlukan dua garis
tambahan untuk melengkapi masing-masing segibanyak gaya

yang baru.
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Soal-soal:

T.

1. Tentukan diagram Maxwell untuk soal-soal pada bab 2, dan periksa

berdasar hasil yang telah didapat pada bab 2 tersebut.

o

Tentukan gaya-gaya dalam elemen

DE dan HJ dari truss yang

.E"ﬂ. diperlihatkan pada gambar.

Foe = 36 kips C; Frns = 384 kips C

Tentukan gaya-gaya dalam elemen
FH.GH dan Gl dari trus atap yang
diperlihatkan pada gambar.

Jawab:

Fri=13,82kN C; Feh=1,372kN C
Fei=13,13KNT

2.
flopy dhipy Akipp A% A4 bpa
EEE LS
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Tentukan gaya dalam elemen CE dan
CF dari truss yang diperlihatkan pada
gambar.

Jawab:

Fce = 48 kips C.

Fcr =10 kips T.
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BAB V

KABEL DENGAN BEBAN TERPUSAT
DAN KABEL PARABOLA

5.1 Kabel Dengan Beban Terkonsentrasi.

Kabel banyak digunakan dalam aplikasi teknik, seperti halnya
jembatan gantung, kawat tali untuk menara tinggi dan sebagainya.
Secara umum kabel dapat dibagi dua, yakni kabel dengan beban
terkonsentrasi dan kabel dengan beban terdistribusi. Pada bagian ini

akan dibahas bagian pertama.

ah (b

Gambar 10. Kabel Dengan Beban Terkonsentrasi

Pada gambar 10 terlihat kabel yang dikaitkan pada suatu titik A
dan B ftertentu dan menunjong beban terkonsentrasi Pi,P2 dan Pa.
Diandaikan kabel tersebut lentur, yaitu tahanan terhadap pelengkungan

kecil dan dapat diabaikan. Juga berat kabel dapat diabaikan dibanding
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beban yang ditunjangnya. Karena itu tiap sub-bagian kabel antara kabel
yang berturutan boleh dianggap sebagai bagian dua-gaya, dan gaya
internal pada tiap titik dalam kabel tereduksi menjadi gaya tegangan
yang berarah sepanjang kabel.

Diandaikan bahwa tiap beban terletak pada garis vertical yang
diberikan, berarti bahwa jarak horizontal dan vertikal antara dua titik
tunjang diketahui. Diusulkan untuk menentukan bentuk dari kabel, artinya,
jarak vertical dari A pada fitik-titik C1,C2,Cs dan juga tegangan T dalam
tiap sub bagian dai kabel dianggap tertentu.

Pertama, digambar diagram benda bebas dari keseluruhan kabel.
Karena kemiringan dari sub-bagian kabel yang dikaitkan pada A dan B
tidak diketahui, reaksi pada A dan B harus diwakili masing-masing oleh
dua komponen Ax dan Ay serta Bx dan By. Demikianlah, karena terdapat
empat nilai yang tak diketahui maka tiga persamaan kesetimbangan
yang ada fidaklah mencukupi untuk menentukan reaksi-reaksi itu. (Jelas,
kabel bukan benda tegar; karena itu persamaan kesetimbangan yang
dikemukakan perlu tetapi bukan kondisi yang cukup). Karenanya harus
dicari persamaan tambahan dengan meninjau kesetimbangan dari sub-
bagian kabel. Ini mungkin apabila diketahui koordinat x dan y dari
sembarang titik D pada kabel. Dengan menggambar diagram benda
bebas dari sub-bagian pada kabel AD dan menulis Y Mbp = 0, didapatkan
hubungan tambahan antara komponen scalar Ax dan Ay dan dapat
ditentukan reaksi pada A dan B. Namun persoalan akan menjadi statik
tak tentu apabila tidok diketahui koordinat ftitik D, kecuali hubungan
antara Ax dan Ay (atau antara Bx dan By) diberikan. Kabel dapat
tergantung dalam berbagai variasi yang mungkin, sebagaimana

ditunjukkan oleh garis putus-putus dalam gambar 10.
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Gambar 11. Diagram Benda Bebas Sub-Bagian Kabel

Sekali Ax dan Ay dapat ditentukan, jarak vertical dari A pada tiap
titik manapun dari kabel dapat dengan mudah ditemukan. Dengan
memperhatikan titik C2 misalnya, dapat digambar diagram benda bebas
dari sub-bagian kabel AC2. Dengan menuliskan MC2 = 0 didapat satu
persamaan yang dapat diselesaikan untuk y2. Dengan menulis SFx = 0
dan Fy, = 0 diperoleh komponen dari gaya T yang mewakili fegangan
dalam sub bagian kabel disebelah kanan dari C2. Dapat diamati bahwa
T cosb = -A; komponen horizontal dari gaya tegangan adalah sama
pada titk manapun dari kabel. Kesimpulannya ialah tegangan T
maksimum bila cos® minimum, berarti dalam sub bagian kabel yang
mempunya sudut inklinasi 6 terbesar. Jelaslah, sub-bagian kabel ini harus
berdekatan dengan satu dari dua penunjang kabel.

5.2 Kabel Dengan Beban Terdistribusi.

i#) i ()

Gambar 12. Kabel Dengan Beban Terdistribusi
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Pada gambar 12 diperlihatkan seutas kabel dikaitkan pada dua
titik tertentu A dan B dan membawa beban terdistribusi. Pada bagian
kabel dengan beban terkonsentrai, gaya internal pada tiap titik adalah
suatu gaya tegangan yang berarah sepanjang kabel. Dalam kasus kabel
membawa suatu beban terdistribusi, kabel menggantung dalam bentuk
kurva, dan gaya internal pada fitk D adalah gaya tegangan T yang
berarah sepanjang garis singgung dari kurva. Jika diberikan beban
terdistribusi tertentu, dapat diusulkan dalam bagianini untuk menentukan
tegangan pada ftiap fitik dari kabel. Dapat juga dilihat nantinya,
bagaimana bentuk kabel dapat ditentukan untuk dua jenis beban
terdistribusi yang istimewa (parabola dan katenary).

Dengan memperhatikan kasus sangat umum dari beban
terdistribusi, digambar diagram benda bebas dari sub-bagian kabel.
memanjang dari fitik terendah C ke ftitik yang diberikan D dari kabel itu.
Gaya yang bereaksi pada benda bebas adalah gaya tegangan To pada
C yang horizontal, dan tegangan T pada D, berarah sepanjang garis
singgung pada kabel di D, dan resultan W dari beban terdistribusi yang
ditunjang oleh sub-bagian dari kabel CD. Dengan menggambar gaya
yang bersesuaian dalam segitiga, didapat hubungan berikut:

TcosB=To Tsine=W

T =T,% +W? tan® = W/To

5.3 Kabel Parabola.

Gambar 13. Kabel Parabola.
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Diandaikan, bahwa kabel AB membawa satu beban yang terdistribusi
rata sepanjang sumbu horizontal. Kabel dari jembatan gantung dapat
diumpamakan dibebani seperti itu, karena berat dari kabel kecil
disbanding dengan berat jalan lalu lintas. Beban dinyatakan dengan w
beban persatuan panjang (diukur horizontal) dan dinyatakan dalam N/m
atau dengan Ib/ft. Dipilih arah koordinat dengan titik nol pada titik
terendah C pada kabel, didapatkan besarnya W dari beban total yang
dipikul bagian kabel memanjang dari C ke titik D yang berkoordinat x dan
y ialah W = wx. Sehingga:

T=JT7+w’x* dan tan@ :¥

0

Lebih lanjut, jarak dari D ke garis aksi dari resultan W adalah sama dengan
setengah jarak horizontal dari D ke D. Jumlah momen pada D, dapat
ditulis:

YMp=0 Wxg— oy =0

wx?2

2T,

Ini adalah persamaan sebuah parabola dengan poros vertical dan ujung
sudutnya pada ftitik asal dari koordinat. Kurva yang dibentuk oleh kabel
dengan beban terdistribusi rata sepanjang sumbu horizontal dengan
demikian adalah parabola.

Jika penunjang A dan B darik kabel mempunya elevasi yang sama,
maka biasanya jarak L diantara penunjang disebut rentangan dari kabel
dan jarak vertical h dari penunjang ketitik terendah disebut lendutan

(sag). Jika rentangan dan lendutan dari kabel diketahui, dan jika beban

w persatuan panjang horizontal diberikan, tegangan minimum To dapat
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diperoleh dengan mengganti x = L/2 dan y = h. Dan tegangan diseluruh
kabel dapat ditentukan dengan persamaan T =T, +w?x? .

d |
¥a '_{:.bll'
- r

) ik {el

Gambar 14. Kasus Kabel Parabola

Jika penunjang mempunyai elevasi berbeda, posisi dari fitik
terendah kabel tidak diketahui dan koordinat xaya dan xsys dari
penunjang harus ditentukan. Sampai saat ini, dapat dikatakan bahwa
koordinat dari Adan B memenuhi persamaan parabola dan bahwa:

XB—Xa =L dan ys-ya=d
dengan L dan d menyatakan jarak horizontal dan vertical diantara dua
penunjang.

Panjang kabel diukur dari titik terendah C hingga penunjaong B

dapat diperoleh dari rumus:

Sg =LXB 1+%§dx

dari persamaan parabola didapat dy/dx = wx/To; dan dengan subsitusi
kedalam persamaan diatas dan menggunakan teori binomial untuk

menguraikan deret tak terhingga diperoleh:

2,2

Xg W™ X
SB = 1+ dx
Io T02
w  wix? w'x* O
= I [1+ 2 4 [alx
o [0 2T, 8T, ]
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0
= XBD‘+
Il

2

wixi wix: O
2By
6T2 40T/ O

dan karena wxs2/2To = ys ,

0 f
= Xg +EE'.y_BD _EB_B
3xg O 5

4

0
g 0 +..H
X, O H

deret menuju satu harga untuk rasio ys/xs kurang dari 0,3; dalam banyak

hal rasio ini jauh lebih kecil, dan hanya perlu dua suku pertama dari deret

yang diperhitungkan.
Soal-soal:
1.

A =i meEmo=-
‘J 1. _{._ E

Kabel AE menunjang tiga beban vertical
dari titik yang ditandai. Jika titik C adalah 5
ft di bawah penunjang ki, tentukan
a)elevasi dari titik B dan D. b)Kemiringan
maksimum dan tegangan maksimum.

Jawab:

a) ys = 5,56ft dibawah A dan yo = 5,83

diatas A
b) 8 = 43,4° dan Tmax = 24,8 kips

Tentukan jarak a jika bagian BC dari kabel
horizontal dan jika tegangan maksimum
dalam kabel 2600N.

Jawab: Tm

Sebatang pipa uvap mempunyai
massa persatuan panjang 70 kg/m.
Pipa tersebut melalui antara dua
bangunan gedung berjarak 20m

dan ditunjang oleh system kabel
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seperti terlihat pada gambar. Andaikan  system kabel menyebabkan
pembebanan serbasama yang mempunyai massa 5 kg/m persatuan
panjang horizontal, tentukakan lokasi titik C yang terendah dari kabel
itu dan tegangan kabel maksimum.
Jawab: 8m disebelah kiri B; 14,72N

4. Pusat rentangan suatu jembatan terdiri atas jalan raya yang
digantung oleh 4 kabel. Beban serba sama yang ditunjang kabel
adalah W = 9,75 kips/ft sepanjang horizontal. Diketahui bahwa rentang
L adalah 3500 ft dan lendutan h adalah 316 ft, tentukan panjang tiap
kabel yang digunakan.
jawab: 3575 ft.

Program Semi Que 26
Fakultas Teknik-Jurusan Mesin
Universitas Brawijaya



DIKTAT STATIKA STRUKTUR |
Oleh : Ir. Djarot B. Darmadi, MT.

BAB VI

KATENARI

Katenari adalah suatu kabel AB membawa beban terdistribusi

serbasama sepanjang kabel itu sendiri (gambar 15).

T,

Ll

Gambar 15. Model Kabel Katenarri.

Beban persatuan panjang (diukur sepanjang kabel) ditandai
dengan w dalam N/m atau dalam Ib/ft. Besar W dari beban total dibawa
oleh sub-bagian kabel dengan panjang S memanjang dari titik ferendah

C ke titik D sembarang adalah W = w.s. Sehingga berlaku:

T= T2 +w’s?

Untuk menyederhanakan perhitungan, dikenalkan konstanta ¢ =

To/W. Sehingga:

To = WC W = ws T=wd/c? +5°

Diagram benda bebas dari sub-bagian kabel CD diperlihatkan dalam
gambar 15. Namun diagram ini tidak dapat digunakan secara langsung
untuk memperoleh persamaan dari kurva dibentuk oleh kabel karena
tidak diketahui jarak horizontal dari D ke garis aksi dari resultan beban W.

Untuk mendapatkan persamaan tersebut, pertama-kali ditulis proyeksi
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horizontal dari suatu elemen kabel dengan panjang ds adalah dx = ds

cosB. Dari gambar 15 terlihat cos = To/T sehingga:

T wce ds
dx =dscosf = —2ds = ds =
wv/c? +s? V1+s?/c?
S S

ds . 4 S . 4 S
X=[—————=clsin"=| =csin'=
‘([\/1+52/c2 Clo c

X

s=csinh—

C

Hubungan antara koordinat x dan y sekarang dapat diperoleh
dengan menulis dy = dx tanB. Dengan memperhatikan gambar 15,
didapat tand = W/T, sehingga:

dy =dxtan® :ﬂdx :de =sinh£dx

T, c c

Integrasi dari C (0,c) ke D (x,y) diperoleh:

X

y—c:Isinhidx=ccosh£ :cg:oshi—lg
! C Clo C
y=cC cosh%

Ini merupakan persamaan untuk katenari poros vertical. Ordinat ¢
dari titik terendah C disebut parameter dari katenari. Dengan
memperhatikan persamaan-persamaan diatas:

y2 — 52 = C2
To=wcC W =ws T=wy

Hubungan terakhir menunjukkan bahwa tegangan pada fiap titik
D dari kabel adalah berbanding lurus dengan jarak vertika D kerentang
horizontal mewakili poros X.

Bilomana penunjang A dan B dari kabel mempunyai elevasi sama,
jarak L di antara penunjang disebut rentangan kabel dan jarak vertika h
dari penunjang dari titik terendah C disebut lendutan kabel. Definisi ini
sama dengan yang diberikan dalam kasus parabola, tetapi harus diingat

bahwa karena dipilih koordinat poros, lendutan h sekarang adalah:
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h=ya-cC

Harus diperhatikan bahwa soal katenari tertentu melibatkan
persamaan franscendental yang harus diselesaikan secara iterasi. Namun
bila kabel benar-benar kencang, beban dapatlah diduga terbagai
serbasama sepanjan horizontal dan katenari dapat diganti dengan suatu
parabola. Penyelesaian soal menjadi sangat sederhana, sementara
kesalahan yang mungkin timbul diperkecil.

Bilamana A dan B mempunyai elevasi berbeda, posisi titik terendah
kabel tidak diketahui. Soal kemudian dapat diselesaikan dengan suatu
aturan yang hampir sama dengan yang ditunjukkan dalom kabel
parabola, dengan mengemukakan bahwa kabel harus melewati
penunjang dan bahwa

xe—Xa=L,ys—ya=d
di mana L dan d menunjukkan jarak horizontal dan vertical diantara dua

penunjang.

Soal-soal:
1.

e Seutas kabel yang beratnya 3 Ib/ft

4 'Y ’ . oy

ﬂ,\h j_ digantungkan antara dua fittk A dan B

| = n-- sebagaimana terlihat pada gambar. Tentukan:
M = —mm

a) nilai maksimum dan minimum tegangan
dalam kabel. b) panjang kabel.
Jawab: a)Tmin = 984 Ib; Tmax = 1284 Ib; b) sas =

550 ft.
2.
M— . Svalu pemberat dengan massa  200kg
A S 2 == dikaitkan pada kabelyang lewat di atas
g T / katrol kecil pada A dan dikaitkan dengan
00 i H"'-,l.—"’ penunjang pada B. Jika lendutan adalah 3m,
rogram semi oue D
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tentukan a) panjang kabel dari A ke B, b) massa per satuan panjang
kabel. Abaikan massa kabel dari A ke D.
Jawab: a) 11,27m b) 29,5 kg/m

3.
i Kabel AB 10 ft, berat 20 Ib dihubungkan dengan
| — dua kerah pada A dan B yang dapat meluncur
1—|=—.rril — P yang aap
1 / bebas pada tongkat seperti terlihat pada
' gambar. Abaikan berat kerah, tentukan a)besar
| é_j
A gaya horizontal F sedemikian hingga h = a. b)nilai
[ h dan a. c)tegangan maksimum dalam kabel.
jowab: a)8,28 Ib. b)6,69 ft ¢)96,3N
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BAB VII

TITIK PUSAT MASSA LUASAN DAN
GARIS

7.1 LUASAN

Dalam hal gaya luar yang bekerja pada benda dalom bentuk
body force, semisal gaya gravitasi, gaya tersebut bekerja pada masing-
masing partikel. Demi kemudahan analisa biasanya gaya-gaya tersebut
diwakili sebuah gaya tunggal. Perhatikan keping horizontal datar pada
gambar 16. Koordinat partikel pertama diberi tanda xi,y1, koordinat
partikel kedua x2y2 ... xnyn. Gaya yang ditimbulkan oleh bumi pada
partikel-partikel tersebut adalah dwi,dwsa, ... dwn. Gaya ini menuju pusat
bumi, namun untuk pemakaian praktis gaya-gaya ini dapat dianggap
sejajar. Dan berlaku persamaan-persamaan berikut ini:

SFz=W=dwi+dwz2+ ...+ dwn

AW

IM,: TW= Iy AW
EM,: §We Ly aw

Gambar 16. Pusat Gravitasi Keping.
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Unfuk memperoleh koordinat titik tangkap W(X,y) dilakukan
pertimbangan momen yang ditimbulkan oleh gaya W terhadap
sembarang sumbu yang dipilih harus sama dengan momen yang
ditimbulkan oleh partikel-partikel.

SMy WX =wixi + waxa+ ... + WnXn

SMx WY =wiyr+ way2+ ... + Wnyn

atau ditulis dalam bentuk integral:
WX = [xdw Wy = [ ydw
| |

Dalam kasus keping homogen dengan tebal sama, besar gaya
berat W dari suatu partikel dapat dinyatakan dengan :
W = yAt
dengan y = berat spesifik. Sehingga diperoleh
YMy 1 yAT X = yAiTixi + yAot oxo + ... + YAnT nXn
Y Mx i YATY = yAit 1y + yAot oy2+ ... + YAnT nyn
atau bila disederhanakan :
SMy t AX = Aixi+ Aoxe+ ... + AnXn
SMx: AY = Ay1+ Aoy + ... + Anyn

atau ditulis dalam bentuk integral:
AX = [xdA Ay =[ydA
I |
Persamaan ini mendifinisikan koordinat pusat gravitasi dari keping

homogen. Titik X,y juga dikenal sebagai titik-berat C dari bidang keping

dengan luas A. Jika kepingnya tidak homogen, persamaan itu tidak bisa
dipakai untuk menentukan pusat gravitasi dari keping; walaupun

demikian ftitik itu tetap didefinisikan sebagai titik-berat bidang. Integral

deA dikenal sebagai momen pertama bidang A terhadap sumbu vy.

Demikian juga, integral IydA mendifinisikan momen pertama bidang A
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terhadap sumbu x. Dapat dilihat dari persamaan-persamaan di atas,

bahwa jika titik berat bidang terletak pada sumbu koordinat, maka

momen pertama bidang terhadap sumbu itu nol.

7.2 GARIS
Dalam kasus kawat homogen yang berpenampang serbasama, besa W
dari berat elemen kawat dinyatakan sebagai:
W =yadL
dimana a = luas penampang kawat dan dL adalah panjang elemen
kawat.
Pusat gravitasi kawat akan berimpit dengan ftitik-berat C dari garis L

yang mendifinisikan bentuk kawat. Koordinat X dan y dari fitik-berat
garis L diperoleh dari persamaan:
YL:J'de VL:IydL

Biasanya elemen dL lebih mudah bila diganti dengan salah satu dari

rumusan-rumusan berikut ini:

dL:‘/1+%g dx ;dL=1/1+%ﬁ dy ;dL=1/r2+%g de

iH' W= Er AW
I.H':: W = .Fr.ﬁ.'rl"

Gambar 17. Pusat Gravitasi Kawat.
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Berikut ini ditampilkan titik berat dari luasan-luasan dan garis-garis

sederhana:
Shape X y Length
Quarter-circular 2r 2r mw
m m 2
arc ,
Semicircular arc o 2r m
Arc of circle — rsinal 0 2ar
gt el a
-%L._E
]
Gambar 18. Titik Berat Bentuk Garis Yang Biasa Dijumpai.
Shape X y Areq
Triangular ﬂ m
3 2
Quarter-circular 4r 4r iy
are 5 37-[ 37-[ 4
Semicircular area o 0 Ar 2
: 3m | 2
Quarter-elliptical S 4a 4b b
area o ol S | Y A \ 3 3 4
- o
Semielliptical area —l & - === 0 4b b
3 2
Semiparabolic =) | 3a 3h 2ah
- i >0 9
area P . T ~{e 1 8 5 3
ElJ L. < -ﬂ. _J.
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Parabolic area 0 @ Lah
5
Parabolic spandrel 8 . o 3a @
| oyt 7] hf 4 10
1,_:'| // I*'_l
b5 —
General spandrel . — n+1a n+1l
r,-ht‘ ‘ _fh nN+2 | 4n+2| n+1
gt |
ﬂ:_, i 1“ i
A
Circular sector = 2rsing O
=
La a |C
—- -_:I“‘“-

Gambar 18. Titik Berat Bentuk Luasan Yang Biasa Dijumpai.

7.3 Keping dan Kawat Komposit
Dalam banyak hal, keping datar ataupun kawat tersusun atas
bentuk sederhana seperti yang tampak pada gambar 17 dan 18. Absis X
dari fitik gravitasi G dapat ditentukan dari absis X, X,,... dari pusat
gravitasi berbagai bagian dengan menyatakan momen berat seluruh
keping terhadap sumbu y sama dengan jumlah momen berat berbagai
bagian terhadap sumbu yang sama. Ordinat Y dari pusat gravitasi
keping diperoleh dengan cara serupa dengan menyamakan momen
terhadap sumbu x.
YMy:  X(W, +W, +..4W, ) =XKW, +X,W, +.. 4K W,
SMe YW, +W, +.. AW ) =y W, +Y,W, +.. 4, W,
Jika keping itu homogen dan tebalnya serbasama, pusat gravitasi

berimpit dengan titik-berat C dari bidang tersebut. Absis X dari fitik-berat
bidang ity dapat ditentukan dengan menyatakan momen pertama dari
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bidang komposit terhadap sumbu y sama dengan jumlah momen

pertama bidang-bidang sederhana terhadap sumbu yang sama. Ordinat

Y dari ftitik-berat diperoleh dengan cara yang serupa, dengan
menyamakan momen tertama bidang-bidang itu terhadap sumbu x.
SMy: X(A +A+.+A) =X A +X,A, .4 A
IMa Y(A + A+ +A) SV A YA R A
Kewaspadaan harus diambil untuk mencatat momen untuk
masing-masing bidang dengan tanda yang benar. Momen pertama
suatu bidang, seperti juga momen gaya, dapat positif atau negatif.
Sebagai contoh, suatu bidang yang titik beratnya terletak di sebelah kiri
sumbu y akan mempunyai momen pertama yang negatif terhadap
sumbu itu. Demikian juga lubang harus diberi tanda negatif.
Dengan cara serupa, dalam banyak kasus dapat ditentukan pusat
gravitasi kawat komposit atau titik berat garis komposit dengan membagi-
bagi kawat atau garis itu menjadi elemen yang lebih sederhana.

Soal -soal:

Tentukan koordinat pusat gravitasi keping
tipis homogen seperti terlihat pada gambar.

Pilih sumbu koordinat pada ujung bangun

segitiga, dan sisi 180mm sebagai sumbu .
Jawab: (34,9mm ; 100,4mm)

2.
Bentuk yang tergambar terbuat dari kawat
homogen. Tentukan pusat gravitasinya. Pilih
sumbu koordinat pada titik A, dengan AB
berimpit dengan sumbu x.
Jawab : (10";3")
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3.
Tentukan ftitik berat bidang yang tergambar.
Jawab : (0; 9,26mm)
4,
Kawat homogen ABC dibengkokkan seperti
-_;,...-.__n tergambar dan ditahan oleh engsel di C.
. W . . .
,,H.'}"l“ia -;_ Tentukan panjang L supaya bagian BC dari
P L=~ kawat itu horizontal.
- Jawab: 27,3 in.
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BAB VIl

TITIK BERAT VOLUME

8.1 Pusat Gravitasi Benda Tiga Dimensi. Titik Berat Volume

Pusat gravitasi B suatu benda figa dimensi diperoleh dengan
membagi-bagi benda itu menjadi elemen kecil dan menyatakan berat W
benda pada G ekuivalen dengan sistem gaya terdistribusi dw yang
menyatakan berat elemen-elemen kecil. Atau dalam bentuk persamaan

matematis:
>‘(W:J’xdw VW:J’ydW ZW:J’zdw

Jika benda itu terbuat dari bahan yang homogen yang sama berat
jenisnya y, besar dw dari elemen kecil itu dapat dinyatakan dengan
volume dv dari elemen yang bersangkutan, dan besar W dari berat total
dapat dinyatakan dengan volumen total V. Atau ditulis:
dw = ydv W =wW
sehingga diperoleh:
)TV:J’xdv VV:J’ydv ZV:J’zdv

Titik C yang berkoordinat X,y,zZ dikenal juga sebagai fitik-berat C dari
volume V benda tersebut. Jika bendanya tidak homogen, persamaan
tersebut tidak bisa dipakai untuk menentukan pusat gravitasi benda,
namun persamaan tersebut tetap mendefinisikan fitik-berat volumenya.
Integral [xdv dikenal sebagai momen pertama volume terhadap
bidang yz. Demikian juga integral f[ydv dan [zdv ,mendefinisikan momen
pertama volume terhadap bidang zx dan bidang xy. Dari persamaan

tersebut dapat dilihat bahwa jika fitik-berat volume terletak pada bidang
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koordinat, maka momen pertama volume itu terhadap bidang itu
menjadi nol.

Volume dikatakan simetris terhadap bidang yang diketahui jika
untuk setiap titik P dari volume itu terdapat titik P’ dari volume yang sama
sedemikian sihingga garis PP’ tegaklurus pada bidang tersebut dan
terbagi dua sama besar oleh bidang itu. Bila suatu volume memiliki dua
bidang simetri, titik-berat volume harus terletak pada garis perpotongan
dari kedua bidang itu. Akhirnya, bila volume itu memiliki tiga bidang
simetri yang berpotongan pada suatu titik yang terdefinisikan dengan
baik (yaitu titik pada suatu garis bersama), titik potong ketiga bidang itu
harus berimpit dengan ftitik-berat volume itu. Sifat ini memungkinkan untuk
dapat ditentukan secara cepat titik-berat volume dari bola, elipsoid,
kubus, kotak persegi dan sebagainya.

Titik berat volume yang simetris yang hanya memiliki satu atau dua
bidnag simetri harus ditentukan dengan melalui integrasi. Titik berat
volume yang bentuknya biasa dijumpai tergambar dalam gambar 19.
Perlu diperhatikan bahwa titik berat benda putar pada umumnya tidak
berimpit dengan titik berat penampangnya. Jadi fitik-berat setengah
bola berbeda dengan bidang setengah lingkaran, dan titik-berat kerucut
berbeda dengan titik-berat segitiga.

8.2 Benda Komposit

Jika benda itu dapat dibagi-bagi menjadi bentuk sederhana
seperti pada gambar 19, koordinat X,Y,Z dari pusat gravitasi G
diperoleh dengan menyatakan bahwa momen berat total sama dengan
jumlah momen berat berbagai bagian komponennya. Persamaan yang
diperoleh ialah:

XZW=ZXW ?ZW=ZV\N ZZWZZZW
Jika benda itu terdiri dari material homogen, pusat gravitasinya berimpit

dengan titik berat volume dan persamaan berikut bisa digunakan:

i2v=2w Vzv=z37v sz=22v
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Bentuk X | Volume
Setengah-bola 3a | 2_,
— | =m
8 |3
t h-elipsoi -
Setengah-elipsoid . Rl hi2 o
putar | ; 8 | 3
: 1c
gl
-
Paraboloid putar — hl ey
3 2
= —_—
Kerucut h LU
4 3
Pi . - h—— -
iramid h 1abh
4 3
Gambar 19. Titik Berat Volume Sederhana
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Tentukan pusat gravitasi benda putar

L
I
: "-’\ homogen yang tergambar.
! k Jawab: (15mm ;0 0)

2.
Tentukan  pusat  gravitasi  benda
-» homogen seperti tergambar.
Jawab: (4,727 ;4,24 ;3")
3.
Tentukan kedudukan titik-berat
setengah kerucut lingkaran bagian
kanan seperti tergambar.
Jawab: (0,75h ; a/mt; 0)
4, v
Tentukan pusat gravitasi penghubung
seperti terlihat pada gambar.
Jawab: (0,1803" ; 0; 0,1803")
diar
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BAB IX

MOMEN KEDUA LUASAN

9.1 Momen Kedua, atau Momen Inertia Bidang

Dalam bab 8, telah dianalisa berbagai sistem gaya yang
terdistribusi pada suatu bidang. Dalam kasus pada bab 8, gaya
terdistribusi berbanding lurus dengan luas elementer yang bersangkutan.
Resultan dari gaya-gaya ini dapat diperoleh dengan menjumlahkan luas
yang bersangkutan, dan momen resultan terhadap sumbu tertentu dapat
ditentukan dengan menghitung momen pertama dari bidang terhadap
sumbu itu. Dalam bab ini akan ditinjau gaya terdistribusi dF yang besarnya
tidak hanya bergantung dari luasan elemen dA tempat gaya itu beraksi,
tetapi juga dari jarak dari dA pada suatu sumbu tertentu. Lebih tepat lagi,
besar gaya itu persatuan luas dF/dA akan berubah secara linear
terhadap jarak ke sumbu itu.

Tinjau, misalnya, sebatang balok yang mengalami dua kopel yang
besarnya sama dan arahnya berlawanan yang diterapkan pada masing-
masing ujung balok. Balok semacam itu mengalami pelengkungan murni
(bending), dan dalam mekanika material ditunjukkan bahwa gaya
infernal pada setiap bagian balok merupakan gaya terdistribusi yang
besarnya dF = kydA yang berubah secara linear terhadap jarak y dari
sumbu yang melalui fitik-berat bagian itu. Sumbu yang dinyatakan
dengan sumbu x dalam gambar 20, dikenal sebagai sumbu netral bagian

itu. Gaya pada satu pihak dari sumbu netral merupakan gaya tekan, dan
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pada pihak yang lain gaya tarik, sedangkan pada sumbu netral gayanya
nol. Besar resultan R dari gaya elementer dF pada seluruh bagian ialah:
R = [kydA = kJydA

Integral yang terakhir diperoleh dikenal sebagai momen pertama dari
bagian itu terhadap sumbu x; besarnya bervariasi sama dengan yA
hingga nol, karena titik-berat bagian itu terletak pada sumbu x. Sistem
gaya dF tereduksi menjadi kopel. Momen kopel ini (momen bending)
harus sama dengan jumlah momen dMx = ydF = ky2dA dari gaya

elementer. Dengan mengintegrasi terhadap seluruh bagian, didapatkan

-.__.' 1 %5 .-
g T,
e - =

-".-
Pl | e
-
"
" .
] . e ‘.“‘L
[ ey, .- | .___.-"
: e, _.-""- -~
g >

L

LY

-

Gambar 20. Diagram Benda Bebas Balok Dengan Beban Bending

M = [ky?dA = kfy?dA
Integral yang terakhir dikenal sebagai momen kedua, atau momen inertia
(istilah momen kedua lebih tepat daripada momen inertia, karena secara
logis, yang momen inertia harus dipakai untuk menyatakan integral
massa. Namun dalam pemakaian teknik praktis yang biasa, momen
inertia dipakai dalam kaitannya dengan luas sebagaimana juga dengan
massa) dari elemen balok itu terhadap sumbu x dan dinyatakan dengan
Ix. Besarnya diperoleh dengan mengalikan masing-masing elemen luasan

dA dengan jarak kuadrat dari sumbu x dan mengintegrasikannya

Program Semi Que 43
Fakultas Teknik-Jurusan Mesin
Universitas Brawijaya



DIKTAT STATIKA STRUKTUR |
Oleh : Ir. Djarot B. Darmadi, MT.

keseluruh bagian balok. Karena masing-masing perkalian y2dA positif, baik
untuk y positif atau negatif (atau nol bila y nol), integral Ix akan selalu
berbeda dengan nol dan selalu positif.

Contoh lain dari momen kedua, atau momen inertia suatu bidang
dinyatakan dalam persoalan hidrostatik berikut ini: suatu daun pintu
lingkaran dipakai untuk menutup keluaran suatu reservoir besar terbenam
dalam air seperti pada gambar 21. Berapakah resultan gaya yang
ditimbulkan oleh air pada pintu dan berapakah momen resultan itu
terhadap garis perpotongan pintu dengan permukaan air (sumbu x)2

Seandainya kedalaman elemen luasan dA dinyatakan dengan y
dan berat jenis air adalah y, tekanan pada elemen ialah p = yy, dan

besarnya gaya elementer yang timbul pada dA adalah dF = pdA = yydA.

Besarnya resultan gaya elementer ini menjadi:
R = JyydA = yfydA

Gambar 21. Gaya Hidrostatik
dan dapat diperoleh dengan mengitung momen pertama bidang pinfu
terhadap sumbu x. Momen resultan Mx harus sama dengan jumlah dMx =
ydF = yy2dA dari gaya elementer. Integrasi keseluruh bidang pintu
diperoleh:
Mx = [yy2dA = yfy2dA
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Disini terlihat lagi bahwa integral yang diperoleh menyatakan momen

kedua atau momen inertia Ix dari bidang itu terhadap sumbu x.

9.2 Penentuan Momen Inetia Suatu Bidang Dengan Integrasi

Dalam pembahasan terdahulu telah didefinisikan momen kedua,
atau momen inertia suatu bidang luas A terhadap sumbu x. Dengan cara
yang sama dapat didefinisikan momen kelembaman ly dari bidang luas A
terhadap sumbu vy, ditulis:

Ix = [y?dA ly = [x2dA

Integral ini dikenal sebagai momen inertia cartesian bidang luas A
yang dapat dihitung lebih mudah jika dipilih dA sebagai suatu pias sejajar
dengan salah satu sumbu koordinat. Untuk menghitung Ix, pias yang dipilih
harus sejajar sumbu x, sehingga titik-titik yang membentuk pias itu berjarak
sama y dari sumbu x; momen inertia dix dari pias diperoleh dengan
mengalikan luas dA dari pita itu dengan y2. Untuk menghitung ly, pias
yang dipilih harus sejajar dengan sumbu y sehingga titik yang membentuk
pias berjarak sama x dari sumbu y; momen inertia dly dari pias itu ialah
x2dA.

Rectangle ; » :ibh3
| 12
. e
h — - rlzibsh
| 12
TR s
y | =Lpnd
3
1
Iy :§b3h
J :ibh(bz +h?)
° 12
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Triangle = 1
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4

:%nab(a2 +b?)

Gambar 22. Momen Inertia Bentuk Geometris Sederhana
9.3 Teorema Sumbu Sejajar
Tinjou momen inertfia | dari luasan A terhadap sumbu AA’' pada
gambar 23. Jarak elemen kecil dA terhadap AA’ dinyatakan dengan vy,
sehingga:

| = [y2dA
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Gambar 23. Momen Inertia Terhadap Sumbu-sumbu Sejajar

Kemudian ditarik sumbu BB’ sejajar dengan AA’ yang melalui titik-
berat C dari bidang itu; sumbu ini disebut sumbu titik berat. Jarak elemen
kecil dA terhadap BB’ dinyatakan dengan y’, dan terdapat hubungany =
y' + d, dimana d adalah jarak antara sumbu AA' dengan BB'. Dengan
mengganti y pada persamaan integrasi untuk momen inertia diperoleh:

| = fy2dA = [y’ + d)2dA
= [y'2dA + 2dfy’dA + d¥dA
Integral yang pertama menyatakan momen kelembaman | dari bidang
itu tferhadap sumbu titik-berat BB. Integral kedua menyatakan momen
pertama bidang terhadap BB’; karena titik berat C dari bidang itu terletak
pada sumbu, intfegral kedua harus sama dengan nol. Integral terakhir
sama dengan luas toal A. Jadi dapat ditulis:
=T +Ad?

Rumus ini menyatakan bahwa momen inerfia suatu bidang
terhadap sumbu AA’ sama dengan momen inertia | dari bidang itu
terhadap sumbu titik berat BB' yang sejajar dengan AA’ ditambah
perkalian Ad? dari luas bidang dengan kwadrat jarak antara kedua
sumbu tersebut d. Teorema ini dikenal sebagai teorema sumbu sejajar.

9.4 Momen Inertia Bidang Komposit
Tinjou bidang komposit A yang terdiri dari beberapa komponen

bidang A1, A2 dan seterusnya. Karena integral yang menyatakan momen

inertia _A_dapat _dibagi-bagi_menjadi_integral _meliputi_A;,__A2 dan
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seterusnya, momen inertia A terhadap suatu sumbu tertentu dapat
diperoleh dengan menjumlahkan momen inerfia bidang Ai,A2 dan
seterusnya terhadap sumbu tersebut. Momen inerfia bidang yang terdiri
dari beberapa bentuk sederhana seperti terlihat pada gambar 22 dapat
diperoleh dari rumus-rumus yang diberikan untuk bentuk-bentuk itu.
Sebelum menjumlahkan momen inertia bidang komponen, harus
digunakan teorema sumbu-sejajar untuk menghitung masing-masing

momen inertfia terhadap sumbu yang diinginkan.

Soal-soal:
1.
i
-'-| [0 mmf
T I
| |7 -
hrlll
| I”'""';,-{ —— Tentukan momen inertia bidang pada
-;—1 1 gambar terhadap sumbu x (Ix)
S min

| Jawab: 6,14 x 105 mm?*
-'-

I-—ﬂ.lrnrrl s ‘J-' =

2.
¥
[~ Bin. —=4 Tentukan momen inertia bidang pada gambar
B terhadap sumbu x (Ix)
/ A Jawab : 382 in4
__Ii%._ 1 \
3.

Tentukan momen inertia I dan I_y bidang

pada gambar terhadap sumbu titik berat yang

sejajar dan tegaklurus sisi AB.

Jawab: I, =1, =208 x 104 mm?*

e =
Hmm 3 mm
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BAB X

MOMEN INERTIA POLAR

10.1 Momen Inertia Polar
Integral yang sangat penting dalam persoalan yang menyangkut
perputaran poros silindris dan dalom persoalan yang menyangkut
perputaran lempengan adalah:
Jo = Jr’dA
dengan r menyatakan jarak dari elemen luasan dA ke kutub O (gambar
24).

Gambar 24. Momen Inertia Polar

Momen inertia polar dari suatu bidang dapat dihitung dari momen
inertia cartesian Ix dan |y dari bidang itu jika integral ini telah diketahui.
Dengan memperhatikan bahwa r2 = x2 + y2, dapat ditulis:

Jo = JrddA = [(x2 + y?2)dA = [X2dA +[y2dA

JO=|x+|y

10.2 Jari-jari Girasi Suatu Bidang
Tinjau suatu bidang luas A yang bermomen inertia Ix terhadap

sumbu x. Kemudian diandaikan bidang tersebut terkonsentrasi menjadi
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pias fipis yang sejajar dengan sumbu X, jadi supaya bidang A yang
berkonsentrasi mempunyai momen inertia terhadap sumbu x pias itu

harus diletakkan pada jarak kx dari sumbu x yang didefinisikan melalui

hubungan:
Ix = ksz
I
K, =+|—
A

Jarak kx dikenal sebagai jari-jari girasi dari bidang itu terhadap sumbu x.
Dengan cara serupa dapat didefinisikan jari-jari girasi ky dan ko sebagai
berikut:

|y:ky2A k, = 2

I
lo = ko?A Ky = foo

Dengan mensubstitusikan Jo, Ix dan Iy yang dinyatakan dalam jari-jari girasi

didapatkan:
k02 = |(><2 + ky2
Soal-soal:
1.
s | M 4 i
= L ___d
I | Mt ] y Hhuun
- e Tentukan momen inertia polar terhadap titik
LT berat bidang pada gambar.
= : Jawab: 60,7 x 106 mm?4.

L L _-I F Hiarin

2.

Tentukan momen inerfia polar bidang pada gambar
terhadap a)titik O, b)pusat berat dari bidang tersebut.
Jawab:

a) Jo=159,5x 10¢ mm*

b) J, = 31,8 x 105 mm#
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Tentukan momen inertia polar dan jari-jari girasi polar dari

persegi panjang pada gambar terhadap ftitik tengah dari

a)sisi panjangnya, b)sisi pendeknya.
Jawab:

a) 404/3; a~/213

b) 1704/6; a~/17/12
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BAB XI

PRODUCT INERTIA

Integral

lxy = Jxy dA
yang diperoleh dengan mengalikan masing-masing elemen dA dari luas
A dengan koordinatnya x;y dan mengintegrasikannya ke seluruh bidang
dikenal sebagai product inertia (perkalian inertia, perkalian kelembaman)
dari bidang A terhadap sumbu x dan y. Berlainan dengan momen inertia
Ix dan ly, perkalian inertia Ixy dapat bertanda positif atau negatif.

Bila satu atau kedua sumbu x dan y merupakan sumbu simetri untuk
bidang A, perkalian inertia Ixy menjadi nol. Contoh panel pada gambar
25, karena bagian ini simetri terhadap sumbu x, dapat dipasangkan
masing-masing elemen dA yang berkoordinat x dan y dengan elemen
dA’' yang berkoordinat x dan -y sehingga konstribusi masing-masing
pasangan elemen yang dipilih dengan cara ini akan saling meniadakan

dan integral untuk product inertia tereduksi menjadi nol.

1

—

T —————— i
=

A’

|

Gambar 25. Product Inertia Luasan Simetris.

Teorema sumbu sejajar yang mirip pada bab X tentang momen inertia

dapat juga diturunkan untuk product inertia. Tinjau bidang A dan sistem
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koordinat kartesian x dan y (gambar 26). Melalui titik berat C dari bidang
itu yang berkoordinat (X;y) ; ditarik sumbu titik berat x’ dan y' yang sejajar
pada sumbu x dan y. Dengan memperhatikan gambar 26 dapat
diperoleh rumus berikut untuk product inertia lxy :

|W

i
' = |

= Il -~
e

[ A\

—_r

A

I

—
1
i
e oy
-

|

Gambar 26. Teorema Sumbu Sejajar Product Inertia
lxy = IxydA = J’(x'+>?)(y'+7)dA
= Ix' y'dA + VIx'dA+>TIy'dA +Y.7J’dA
Integral yang pertama menyatakan product momen I_X.y. dari bidang A

terhadap sumbu titik berat x’ dan y'. Dua integral berikutnya menyatakan
momen pertama dari bidang itu terhadap sumbu titik berat; integral ini
tereduksi menjadi nol, karena fitik-berat C terletak pada sumbu ini.
Akhirnya dapat dilihat integral terakhir sama dengan luas total A. Jadi,
dapat disesderhanakan sebagai berikut:

Ixy = Ix.y. +X.YA
11.1 Sumbu Utama dan Momen Inertia Utama

Tinjau bidang yang luasnya A dan sumbu koordinatnya x dan vy
(gambar 27). Dianggap bahwa momen inertia dan product inertia
adalah:

Ix = [y?dA ly = [x?dA lxy = [xydA
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Gambar 27. Sumbu Utama Momen Inertia
dari bidang A diketahui, dan harus ditentukan momen inertian dan
product inertia lv Iv dan lw dari A terhadap sumbu baru u dan v yang
diperoleh dengan memutar sumbu semula terhadap titik-asal melalui
sudut 8.

Dengan memperhatikan hubungan antara koordinat u,v dan x,y

dari elemen kecil luasan dA:

U=Xxcosf+ysind V =y CosB - x sinB
substitusi v ke dalam rumusan untuk Iy, diperoleh:

lu =[v2dA = [(y cosB - x sinB)2 dA

= Cc0s20fy2dA — 2sinB cosBfxy dA + sin2Bfx2dA
= |x C0S?0 - 2Ixy SiNB cosB + 1ysin?6

dengan cara serupa, diperoleh rumusan untuk v dan luv:

lv =1x sin20 + 2lxy Sin® cosO + lycos20

lxy = Ix SINB COSB + Ixy(C0OS?0 - sin20) — Iy sinB cosO
dengan menjumlahkan suku demi suku dari persamaan-persamaan
diatas dapat diperoleh:

lb+lv=Ix+1y
Hasil ini bisa diduga sejak semula, karena kedua bagian itu sama dengan
momen inertia polar lo.
Dengan memakai hubungan trigonometrik sin 26 = 2 sinB cosB dan

COSs 20 = cos?0 - sin%0 ; dan dengan menelaah persamaan-persamaan di

atas diperoleh:
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I
v = ———+——>c0s20 -1, sin26
2 2
L+l 1—1, ,
v = - cos20 +1,,sin26
2 2

I
lv = =—>sin26 + |, cos26
2

Persamaan-persamaan di atas merupakan persamaan parametrik suatu
lingkaran. Hal ini berarti bahwa jika dipilih suatu himpunan sumbu
cartesian dan diplot titk M pada absis v dan ordinat v untuk sefiap
parameter yang diberikan, maka semua titik yang diperoleh akan terletak
pada suatu lingkaran. Untuk memperlihatkan sifat ini maka 6 dieleminasi

dari persamaan-persamaan diatas:

o L+, d o, o,-d

O, -———0+1L=G—"0+1}
L 2 O 0 2 0
_ Lo+l o -1,d ,
Jka 1, = > dan R= %TE +1,, 7 maka persamaan di atfas

dapat ditulis dalam bentuk:

(lo—lav)2 + 12, =R2
yang merupakan persamaan lingkaran dengan jari-jari R yang berpusat di
titik C yang berabsis di lov dan ordinatnya O, seperti terlihat pada gambar
28.

Gambar 28. Lingkaran Mohr Untuk Produk Inertia.

Program Semi Que 55
Fakultas Teknik-Jurusan Mesin
Universitas Brawijaya



DIKTAT STATIKA STRUKTUR |
Oleh : Ir. Djarot B. Darmadi, MT.

Tempat titk A dan B tempat kedua lingkaran yang diperoleh
berpotongan dengan sumbu absis mempunyai daya tarik khusus. Titik A
bersesuaian dengan harga maksimum momen kelembaman |,
sedangkan titik B bersesuaian dengan harga minimumnya. Disamping itu,
kedua fitik itu bertepatan dengan harga nol dari product momen lu. Jadi,
harga 6m dari parameter 8 yang bersesuaian dengan titik A dan B dapat
diperoleh dengan pengambilan luv = 0. Dan dengan mengingat harga
maksimum/minimum diperoleh jika dlu/de = 0 diperoleh:

tan 20m = -2lxy/(Ix = ly)
Persamaan ini mendefinisikan dua harga 26m yang berbeda 180°; ini
berarti ada dua harga 6m yang berbeda 90°. Satu diantaranya
bersesuaian dengan fitik A pada gambar 28 dan dengan sumbu yang
melalui O pada gambar 27; terhadap sumbu itu momen inertia yang
diberikan menjadi maksimum. Harga yang lain bersesuaian dengan fitik B
dan sumbu yang melalui O; terhadap sumbu itu momen inerfia bidang
tersebut menjadi minimum. Kedua sumbu yang didefinisikan dengan cara
itu yang saling tegak-lurus disebut sumbu utama bidang itu terhadap O,
dan harga momen inertia yang bersesudian Imax dan Imin disebut momen
kelembaman utama terhadap O. Dari gambar 28 dapat dilihat:
Imox =lav+ R dan  Imin=lav—R
Dengan mensubstitusikan lev dan R, dapat ditulis:

+ —
max,min = Ix Iyi EIX Iyg+|f
2 o2 0o "

Karena dua harga 6w diperoleh dengan mengambil v = 0, jelas
bahwa perkalian inerfia bidang yang diberikan terhadap sumbu
utamanya menjadi nol. Dengan mengacu pembahasan-pembahasan
sebelumnya, terlihat jika suatu bidang memiliki sumbu simetri melalui titik
O, sumbu ini harus menjadi sumbu utama bidang itu terhadap O. Di pihak

lain, suatu sumbu utama tidak perlu merupakan sumbu simetri; tidak
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bergantung dari apakah suatu bidang memiliki sumbu simetri atau tidak,
bidang itu akan memiliki dua sumbu utama terhadap setiap titik O.

Sifat yang diperlihatkan tersebut berlaku untuk setiap titik O yang
terletak di dalam atau di luar bidang yang ditinjau. Jika dipilih berimpit
dengan titik berat bidang maka setiap sumbu melalui O ialah sumbu fitik-
berat; kedua sumbu utama bidang itu terhadap fitik-berat dikenal

sebagai sumbu titik-berat utama bidang itu.

11.2 Lingkaran Mohr Untuk Perkalian Inertia

Lingkaran yang dipakai dalam pasal yang lalu memperhatikan
hubungan yang ada antara momen inertia dan product inertia dari suatu
bidang terhadap sumbu yang melalui titik tetap O yang mula-mula
diperkenalkan oleh seorang insinyur jerman Otto Mohr (1935 - 1918) yang
dikenal sebagai lingkaran Mohr. Akan dapat dilihat bahwa jika momen
inertia atau product inerfia suatu bidang terhadap sumbux dan y yang
melalui titik O diketahui, lingkaran Mohr dapat dipakai untfuk menentukan
secara grafik (a)sumbu utama dan momen inertia utama dari bidang itu
terhadap O, atau (b)momen inertia dan product inertia dari bidang
terhadap pasangan sumbu Cartesian yang lain u dan v yang melalui O.

Tinjau suatu bidang A dan dua sumbu koordinat Cartesian x dan y
(gambar 29a). Dengan momen inertia Ix dan ly dan product inertia Ixy
diketahui, dan akan dinyatakan pada suatu diagram dengan memplot
suatu titik X yang berkoordinat Ix dan Iy dan product inertia lxy diketahui,
dan suatu titik Y yang berkoordinat Iy dan -ly. Dengan menghubungkan X
dan Y dengan suatu garis lurus, didefinisikan titik C dari perpotongan garis
XY dengan sumbu | dan digambarkan lingkaran yang berpusat C dan
berdiameter XY. Dengan memperhatikan bahwa absis C dan jejari
lingkarannya berturutan, sama dengan kuatfitas lev dan R yang
didefinisikan melalui persamaan-persamaan yang diturunkan

sebelumnya, dapat diambil kesimpulan bahwa lingkaran yang diperoleh

ialah_lingkaran _Mohr_untuk_bidang yang ditinjay_terhadap _titik_O. Jadi
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absis titik A dan B tempat lingkaran memotong sumbu | menyatakan,

berturutan, momen kelembaman utama Imaxdan Imin dari bidang itu.

]

Gambar 29. Lingkaran Mohr Untuk Sumbu Utama

Dan karena tan (XCA) = 2x/(Ix — ly), maka sudut XCA sama besar
dengan salah satu sudut 26m; jadi sudut 8m yang terlihat pada gambar,
sumbu utama Oa yang bersesuaian dengan titk A dapat diperoleh
dengan membugi dua sudut XCA yang diukur pada lingkaran Mohr. Juga
terlihat bahwa jika Ix>ly dan 1x>0O, seperti yang ditinjau di sini, perputaran
yang membawa CX ke CA sesuai dengan putaran jarum jam. Dapat juga
terlihat, sudut 6m yang diperoleh dari persamaan dan dengan
mendefinisikan sumbu Oa dalam gambar 29a.

Karena lingkaran Mohr terdefinisikan secara unik, lingkaran yang
sama dapat diperoleh dengan meninjou momen inertia dan product
inertia dari bidang A terhadap sumbu Cartesian u dan v. Titik U yang
berkoordinat Iv dan lw dan titik V yang berkoordinat v dan -y akan
terletak pada lingkaran Mohr, dan sudut UCA dalam gambar 29b ialah
dua kali sudut xOu dalam gambar 2%9a. Jadi diameter UV yang
mendefinisikan momen inertia dan product inertia lu,Iv dan luv dari bidang

yang ditinjau terhadap sumbu Cartesian u dan v yang membentuk sudut
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8 dengan sumbu x dan y dapat diperoleh dengan perputaran melalui
sudut 20 diameter XY yang bersesuaian dengan momen inertia dan
product inertia Ik, Iy dan lxy. Terlihat bahwa perputaran yang membawa
diameter XY ke diameter UV dalam gambar 29b mempunyai arah yang
sama dengan perputran yang membawa sumbu xy menjadi uv dalam
29a.

Perlu diperhatikan bahwa lingkaran Mohr tidak terbatas pada
pemecahan secara grafik, yaitu pemecahan yang berdasarkan pada
penggambaran yang hati-hati dan pengukuran berbagai parameter
yang berkaitan. Hanya dengan menggambar sketsa lingkaran Mohr dan
memakai frigonometri, dapat dengan mudah diturunkan berbagai
hubungan yang diperlukan untuk perhitungan nemerik dari persoalan

yang ditinjau.

Soal-soal:
1. ¥
_|7.
' Tentukan perkalian kelembaoman segitiga
A siku-siku tang tergambar (a) terhadap
I sumbu x dan y dan (b) terhadapa sumbu
| __!_ ___, fitik-berat yang sejajar dengan sumbu x dan
b Y
2.

Untuk bagian benda yang tergambar,
momen kelembaman terhadap sumbu x
dan y telah dihitung dan didapatkan: Ix =
10,38 in* dan Iy = 6,97 in* Tentukan

(a)sumbu utama bagian itu terhadap titik

O, (b) besar momen inertia utama dari

bagian itu terhadap sumbu O.
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3.
. Tentukan momen inertiac dan perkalian
/- kelembaman bujur sangkar yang tergambar
L
\\ i terhadap sumbu u dan v.
o i
: '
t
-1
I— — i ——
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BAB XIi

MOMEN INERTIA MASSA

12.1 Momen Inertia Massa

Tinjou benda bermassa kecil dm yang didukung oleh sebatang
tongkat yang massanya dapat diabaikan yang dapat berputar bebas
terhadap sumbu AA’'. Jika suatu kopel diterapkan pada sistim itu, sistim
tongkat dan massa yang mula-mula dalam keadaan diam akan mulai
berputar terhadap sumbu AA’'. Perincian pergerakkan ini akan ditinjau
kembali dalom bagian dinamika. Sekarang hanya ditunjukkan bahwa
wakfu yang diperlukan sistim untuk mencapai kelojuan putar tertentu
berbanding lurus dengan massa dm dan jarak kuadrat r. Jadi perkalian
rcldm menyatakan ukuran inertia sistem itu, yaitu kelembaman sistim jika
dicoba untuk menggerakkan sistim itu. Dengan alasan ini perkalian r27dm

disebut momen inertia massa dm terhadap sumbu AA’.

(k)

Gambar 30. Momen Inertia Sebuah Massa
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Tinjau sebuah benda bermassa m yang akan diputar terhadap
sumbu AA' (gambar 30b). Dengan membagi-bagi benda itu menjadi
elemen massa dmi, dmz, ... didapat bahwa inertia benda diukur oleh
jumlahan rn2dm: + r22dme + ... Jadi jumlahan ini menyatakan momen
inertia benda terhadap sumbu AA'. Dengan menambah jumlahan
momen didapat bahwa momen inertia dalam limitnya sama dengan
intergral:

| = [r’dm

Jari-jari girasi k, dari benda terhadap sumbu AA’ didefinisikan

| = k2mk = \/I
m

Jadi jari-jari girasi k menyatakan jarak fitik tempat seluruh massa benda

melalui hubungan:

terkonsentrasi supaya momen kelembaman terhadap AA’ tidak berubah.
Apakah benda itu dipertahankan dalam bentuk semula atau
terkonsentrasi, massa m akan bereaksi dengan cara yang sama terhadap
perputaran (rotasi) terhadadap AA’.

Jika dipakai satuan §I, jari-jari girasi k dinyatakan dalam meter dan
massa m dalam kilogram. Jadi momen inertia sebuah massa akan
dinyatakan dalam kg.m?2. Jika dipakai satuan british, jari-jari  girasi
dinyatakan dalam ft dan massanya dalam slug, yaitu Ib.s?/ft. Jadi momen
inertia massa dinyatakan dalam If.ft.s2.

Momen inertia sebuah benda terhadap suatu sumbu koordinat
dapat dengan mudah dinyatakan dalam koordinat x,y,z dari elemen
massa dm. Dengan mengingat jarak r kuadrat dai elemen ke sumbu y
ialah z2 + x2, maka momen kelembaman benda terhadap sumbu vy ialah:

ly = Jr2dm = [(x2 + z2)dm

Rumusan serupa juga dapat diperoleh untuk momen kelembaman
terhadap sumbu x dan z.

Ix = [(y? + 22)dm
= [[x2 + 2
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12.2 Teorema Sumbu Sejajar

Tinjau suatu benda bermassa m. Ambil Oxyz sebagai sistim
koordinat caresian dengan titik-asal pada titik sembarang O, dan Gx'y'z’
suatu sistim sumbu fitik-berat sejajar, yaitu merupakan sistim yang titik-
asalnya pada pusat gravitasi G benda yang ditinjau dan dengan sumbu
x',y'.z' berturutan sejajar dengan sumbu x,y,z. Dengan memberi lambang

X,Y¥,Z sebagai koordinat G terhadap Oxyz, dapat ditulis hubungan
berikut antara koordinat x',y'z' dari elemen dm ferhnadap Oxyz dan
koordinat x',y’',z":
x=x"+X;, y=y'+y, z=7'+1Z

sehingga dapat dinyatakan momen inertia benda terhadapa sumbu x
sebagai berikut:

b =[ly>+Z2)dm=[[(y" + y)*+ (z' + Z)’]dm

=[y?+z229)dm+2yfy'dm+2Z[z’dm + (Y2 + Z?)[dm
Integral pertama dalam rumusan yang diperoleh menyatakan momen
inertia I_X, dari benda terhadapa sumbu ftitik-berat x'; integral kedua dan
ketiga menyatakan momen pertama benda terhadap bidang x'z' dan
x'y', berturutan dan karena kedua bidang intu mengandung G, kedua
integral itu menjadi nol; integral yang terakhir sama dengan massa total
m benda itu. Sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:
k=1, +m(y®+Z?%)

dengan cara serupa didapat:

=1, +m(x* +y?)

dengan mudah dapat dibuktikan bahwa jumlahan X +z*> menyatakan

kuadrat jarak OB antara sumbu y dan y'. Demikian juga,y®+Z* dan

X +y? menyatakan kuadrat jarak antara sumbu x dan x’, serta sumbu z

dan z'. Jika jarak antara sumbu sembarang AA dengan sumbu fitik-berat
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yang sejajar BB diberi lambang d, dapat ditulis hubungan umum antara
momen inertia | benda tersebut terhadap AA’' dan momen inertia |
terhadap BB’ sebagai berikut:

=1 +md?
Dengan menyatkan momen inertia ke dalam jari-jari girasi yang
bersangkutan, dapat juga dituliskan:

k2= k 2+ d2
dengan k dan k menyatakan jari-jari girasi terhadap AA' dan BB’

berturutan.

12.3 Momen Inertia Keping Tipis

Tinjau keping tipis yang tebalnya serbasama t, yang terbuat dari
bahan yang homogen dengan massa jenis p. Momen inertia massa dari
keping itu terhadap sumbu AA’ yang terletak pada bidang keping ialah:

|aA" mass = [r2dm = ptfr2dA
tetapi r menyatakan jarak elemen luas dA terhadap sumbu AA’; jadi
integralnya sama dengan momen inertia keping terhadap AA'. Didapat:
|aA"mass = ptlaa’area

dengan cara serupa, terhadap sumbu BB' yang tegaklurus AA’,

diperoleh:

[8B",mass = pﬂBB',oreo

() (&) L]

Gambar 31. Momen Kelembaman Keping Tipis.
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Tinjau sumbu CC’ tegak lurus pada keping melalui fitik

perpotongan C dari AA’ dan BB’ dapat ditulis:
lcc mass = ptloc,area
dengan lo menyatakan momen inertia polar dari keping terhadap titik C.
Dengan mengingat hubungan loc = laa” + lee' hubungan antara momen
inertia keping tipis dapat ditulis sebagai berikut:
lcc' = laa’ + lsp’

12.3.1 Keping Persegi Empat

Dalam kasus keping persegi-empat yang bersisi a dan b (gambar
32) didapat momen inertia massa terhadap sumbu yang melalui pusat

gravitasi keping adalah:

Gambar 32. Keping Persegi Empat

[AA"mass = pﬂAA‘,oreo = pT B£a3bH
a2 0O

1
88", mass = Ptlss’,area = pr—ab3 H
qass area [1]_2 |:|

Mengingat perkalian pabt sama dengan massa m keping itu, dapat ditulis
momen kelembaman massa dari keping persegi-empat tipis sebagai:
1

[AA" mass = —ma2 l8B" mass = l—mb2

1
lcc'.mass = laa"mass + 188", mass = Em(a2 + bz)
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12.3.2 Keping Bundar
Dalam kasus keping bundar, atau piringan, berjari-jari r (gambar
33) dapat ditulis:

B

Gambar 33. Keping Bundar.

[aA"mass = ptlaararea = pt(/4TT?)
Mengingat perkalian pmr?t sama dengan massa m dari kepint itu dan laa =
lss, momen inertia keping bundar dapat ditulis sebagai:

[AA"mass = lgg"mass = Vamr?

lcc'mass = laa’,mass + 188" mass = Yamr?2

12.4 Momen Inertia Volume Dengan Integrasi

Momen inertia volume diperoleh dengan menghitung integral | = [r2dm.
Jika benda itu terdiri dari bahan homogen berkerapatan p diperoleh dm
= pdV dan | = pfr2dV. Integral ini hanya bergantung dari bentuk benda.
Supaya bisa dihitung, biasanya perlu dilakukan integrasi rangkap tiga
atau sekurang-kurangnya rangkap dua.

Namun jika benda itu memilik dua bidang simetri, biasanya bisa
ditenfukan momen kelembaman dengan integrasi tunggal dengan
memilih pias dm tegaklurus pada bidang simetri. Dalam kasus benda
putar, misalnya, elemen massa harus merupakan piringan tipis (gambar
34). Dengan memakai rumusan momen inertia unfuk piringan, momen
inertia piringan terhadap sumbu putar dapat dinyatakan dengan mudah.

Momen inertia terhadap masing-masing sumbu koordinat lainnya dapat
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diperoleh dengan rumusan untuk laar dan lss untuk keping bundar
gambar 33 dan dengan menggunakan teorema sumbu sejajar. Integrasi
rumusan yang diperoleh akan menghasilkan momen kelembaman benda

putar yang diinginkan.

dm = ri]'ri.elllz
d'r_ﬂ *r!rl'.m
ﬂ'r'-r“' + :jdrq'-!-:i-rl+;r".,|-_'|-|_

dl mdl b dmm (ir:' il dm

Gambar 44. Penentuan Momen Inertia Benda Putar.

Pada gambar 45 ditunjukkan momen inertia volume sederhana yang

biasa dijumpai.

12.5 Momen Inertia Benda Komposit.

Momen inertia benda komposit biasanya dapat diuraikan menjadi
momen inertia volume sederhana pada gambar 45. Momen inerfia
benda terhadap sumbu tertentu dari benda yang terdiri dari beberapa
bentuk sederhana ini dapat diperoleh dengan menghitung momen
inertia  tiap komponen volume sederhana terhadap sumbu yang
diinginkan dengan menggunakan teorema sumbu sejajar dan kemudian
menjumlahkannya. Perlu diperhatikan seperti ujuga untuk kasus bidang,
bahwa jari-jari girasi benda komposit tidak bisa diperoleh dengan

menjumlahkan jari-jari girasi komponennya.
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Benaler rod !,-!I-!.t’ﬂ[ﬂ'lL'
| L = yymil® -+ ¥
Thin rectangular plate Iy = fpmac?
I = fymbd
I, = fymil® + )
Rectanular prism r:;,l,m:c!+.:=:.
; I = fymia? + b7)
Iy = {mrt
Thin dak L m Lomdat
I, = jmat
Circular eylinder I = I, = fm{3a® 4 L3)
| I, = fymat
P—— fy = I, = bmiga? + WY
Sphere I w iy = [, = fmat

Gambar 45. Momen Inertia Massa Benda-benda Sederhana
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Soal -soal:
1.
] Suatu baja tempa terdiri dari prisma
J persegi-empa  6éx2x2 inc dan dua
tabung berdiameter 2inc  dan

panjangnya 3inc, seperti terlihat

pada gambar. Tentukan momen
inerticc massa terhadap sumbu
koordinat yang ditunjukkan, jika
diketahui berat jenis baja = 490 Ib/ft3.
Jawab: [xmass = 3520 kg.mm?;

lymass = 5670kg.mm?; lzmass = 8800

kg.mm?

Tentukan dengan integrasi langsung

momen inertia massa dan jari-jari

. . girasi terhadap sumbu x dan sumbu y

- dari suatu paraboloid yang

"4 . tergambar, dengan menganggap

: | : kerapatan serba-sama dan massa m.
Jawab: Ix= ma2/3 dan kx = a/+/3
ly = m(az + 3h?)/6 dan ky =
[(02+3h?)/6]"

Tentukan momen inertia massa
potongan kerucut lingkaran tegak
bermassa m terhadap sumbu simetrinya.
Jawab:

r5—rs
%m r} - r}'
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